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Defini¢ao de Expressao Regular

Uma expressao regular (ER) sobre um alfabeto X é indutivamente definida como se segue:

a) < éuma ER que denota a linguagem vazia.

b) €€ uma ER que denota a linguagem contendo exclusivamente a palavra vazia, ou seja {&}.

c) Qualquer simbolo x pertencente ao alfabeto X é uma ER e denota a linguagem contendo a
palavra unitaria x, ou seja {x}.

d) Sere sséo ERs e denotam respectivamente as linguagens R e S, respectivamente, entéo:
1. (rt+s) € ER e denota a linguagem R U S
2. (rs) € ER e denota a linguagem {uv |ueR e veS}
3. (r*) é ER e denota a linguagem R*

Observagoes:

1. Os parénteses podem ser omitidos, respeitando-se as seguintes proridades de operagdes:
e A concatenagao sucessiva tem precedéncia sobre a concatenagao e a unido, e
e A concatenagéo tem precedéncia sobre a unido.

2. Uma linguagem gerada por um expressao regular r é representada por L(r) ou GERA(r).

Exemplos:

Expresséo Regular | Linguagem Representada

aa | Somente a palavra aa.

ba* | Todas as palavras que iniciam por b, seguido de zero ou mais a.

(at+b)* | Todas as palavras sobre o alfabeto {a, b}

(atb)*aa(a+b)* | Todas as palavras contendo aa como subpalavra.

a*ba*ba* | Todas as palavras contendo exatamente dois b

(at+b)*(aa+bb) | Todas as palavras que terminam com aa ou bb.

(at+e)(b+ba)* | Todas as palavras que ndo possuem dois a consecutivos




Exercicios:

Desenvolva expressdes regulares que gerem as seguintes linguagens sobre X = {a, b}:

a. {w|w tem no méximo um par de a como subpalavra e no maximo um par de b como
subpalavra.

b. {w | qualquer par de a antecede qualquer par de b}

c. {w|w né&o possui aba como subpalavra}

Expressées Regulares, Autématos e Linguagens Regulares

Teoremas:

A classe das expressoes regulares denota exatamente a classe das linguagens regulares, o que
se demonstra a partir dos seguintes teoremas:

Expressao Regular - Linguagem Regular:
Se r é uma expressao regular, entdo GERA(r) € uma linguagem regular

Linguagem Regular - Expressao Regular
Se L é uma linguagem regular, entdo existe uma expresséao regular r tal que GERA(r) = L.

Prova:
e Porindugéo sobre 0 numero de operadores.

e Uma linguagem & regular, se e somente se é possivel construir um AF (D, N ou €) que
reconheca a linguagem.

e E necessario mostrar que dada uma expresséo regular r qualquer, & possivel construir um
autébmato finito M tal que ACEITA(M) = GERA(r).

a) Base da Indugao:
Seja ruma ER com ZERO operadores, entéo r so6 pode ser da forma:

r=o;
r=g;



r=x (xex)

Os autdmatos

M1 = (<, {q0}, 81, q0, &)

M2 = (2, {af}.52, of, {af})

M3 = ({x}, {q0, qf}, 53, q0, {af})

aceitam as linguagens dadas na base de indugao.

b) Hipdtese de Indugéo

Seja r uma ER com até n>0 operadores. Suponha que é possivel definir um autémato finito que
aceita a linguagem gerada por r, GERA(r).

c) Passo de Indugéo

Seja ruma ER com n+1 operadores, entéo r pode ser representada por um dos seguintes casos,
onde r1 e r2 possuem conjuntamente no maximo n operadores.

r=rl+r2
r=rir2
r=r1*
Portanto, por hipétese de indugéo, é possivel construir os autbmatos:
M1 = (21, Q1, 51, q01, {gf1}), tal que ACEITA(M1) = GERA(r1)
M2 = (22, Q2, 52, q02, {qf2}), tal que ACEITA(M2) = GERA(r2)



ER Automato Finito Correspondente
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Para cada caso ha um autémato finito com movimento vazio, cujo diagrama é dado no quadro
acima, que aceita a correspondente linguagem GERA(r). As defini¢des de tais autdmatos séo:

ER Autémato Finito Correspondente
r=rl+r2 M=(Z1u22,Q1uQ2u{qo,qf}, 5, q0, {af})
r=rir2 M=(Z1uUZX2,Q1uQ2, 3, q01,{qf2})
r=r1* M=(Z1,Q1 u{q0, af}, 5, q0, {af})

A construcao dos modulos do AFe que reconhece a linguagem gerada pela ER a*(aa+bb) é
dada a seguir:




Gramaticas Regulares

Definigao:

Seja G={V, T, P, S} uma gramatica e sejam A e B elementos de V e w uma palavra de T*.
Entdo G é uma:

a) GLD: Se todas as regras de produgdo sdo da forma A—> wB ou A 2> w.
b) GLE: Se todas as regras de produgdo sdo da forma A = Bw ou A > w.
c) GLUD: Se todas as regras de produgao sdo como na GLD e além disso |w| =< 1.
d) GLUE: Se todas as regras de produgédo séo como na GLE e além disso |w| =< 1.

Note-se que nas gramaticas lineares o lado direito das produgdes apresentam no maximo uma
variavel, que se existir irad sempre anteceder (LE) ou suceder (LD) qualquer subpalavra de
terminais.

Teorema:
Seja L uma linguagem, ent&o:
L é gerada por uma GLD sss
L é gerada por uma GLE sss
L é gerada por uma GLUD sss
L é gerada por uma GLUE.
Ou seja, as diversas formas de gramaticas lineares sdo formalismos equivalentes.

Gramatica Regular:
Uma gramatica regular é qualquer gramatica linear.
Uma linguagem gerada por uma gramatica regular G é representada por L(G) ou GERA(G).

Exemplo 1:
A linguagem a(ba)* é gerada pelas seguintes gramaticas:

a) GLD: G=({S, A}, {a, b}, {S>aA, A>baA | &}, S).

b) GLE: G=({S}, {a, b}, {S>Sba|a},S).

c) GLUD: G=({S, A, B}, {a, b}, {S>aA, A>bB | & B—>aA}, S).
d) GLUE G=({S, A}, {a, b}, {S>Aa|a, A>Sb}, S).

Exemplo 2:

A linguagem (a+b)*(aa + bb) é gerada pelas seguintes gramaticas:

a) GLD: G=({S, A}, {a, b}, {S=>aS|bS|A A>aa|bb},S).
b) GLE: G =({S, A}, {a, b}, {S>Aaa | Abb, A>Aa | Ab | &}, S).
Teorema:

Se L é uma linguagem gerada por uma gramatica regular, entdo L é uma linguagem regular.



Teorema: Construgdo de um AFg a partir de uma Gramatica Regular:
SejaG=(V, T,P,S)uma GLUD, entdo o AFe M = (£, Q, 3, q0, F) construido abaixo simula as
derivagdes de G, ou seja, ACEITA(M) = GERA(G).

=T

Q=Vu{daf}

F ={qf}

q0=S

& € construida como se segue, supondo A e B variaveis e a terminal.

Tipo da Produgéo Transicao Gerada

A->c¢ O(A, €) = qf
A->a S(A, a) = of
A->B 8(A, €)=B
A-> aB (A, a)=B

Exemplo: Construgao de um AFeg a partir de uma Gramatica Regular

Considere a GLUD G =({S, A, B}, {a, b}, {S=>aA, A>DbB | ¢, B>aA}, S).

O AFe M que reconhece GERA(G) é&: M =({a, b}, {S, A, B, gf}, 3, S, {af} ), onde & é construida
COMo se segue:

Producao Transicédo
S—>aA 5(S,a)=A
A->bB S(A, b)=B
A->¢ (A, €) = qf
B->aA 5(B, a) = A

Teorema:
Seja L uma linguagem regular, entdo existe G, uma gramatica regular, que gera L

Exemplo: Construgao de uma Gramatica Regular a Partir de um AFD
Considere 0o AFD M = ({a,b,c}, {90,91,92], 8, q0, {q0,91,92}) dado pelo diagrama:

ORRORRO

a c



A Gramatica Regular construida a partir deste AFD é

Onde P é dado por:

G =({90,91,02,S}, {a,b,c}, S P),

Transigéo Producao
S—>q0
q0 > ¢
ql 2> ¢
Q22> ¢

5(q0, a) = q0 q0 = aq0
5(q0, b) = q1 q0 = bq1
5(q1,b)=q1 q1 - bq1
5(q1,¢)=q2 q1 = cq2
3(92, ¢) = g2 92 = cq2

Tradugao dos Formalismos das | inauaaens Reaulares:




